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基于变长编码求解一维下料问题的演化算法α

李元香, 张进波, 徐静雯, 王　琳
(武汉大学 软件工程国家重点实验室,湖北 武汉 430072)

　　摘　要: 针对一维下料问题的特点,将线性规划方法与演化算法相结合,提出了一种基于变长编码求解一维下

料问题的演化算法. 该算法设计了一种新颖的遗传算子,实现简单,求解快速. 实验表明,运用该法求解下料问题,

材料利用率高,平均达到 97. 5%以上,具有很好的实用价值.
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0　引　言

制造、建筑等行业对角钢、钢管等一维型材消耗

数量巨大,最大限度地节约材料,提高材料利用率,

是工厂实际生产中的一项根本原则. 目前,实际应用

中大量采用的是人工下料法,不仅效率低下,而且浪

费非常大,材料利用率一般在 80%左右. 也有一些

应用行业采用计算机辅助下料,但是所用的算法和

人工下料法一样,本质上都是贪婪法,利用率并没有

得到明显改善,仅仅是提高了工作效率. 从计算复杂

性理论来看,一维下料问题属于N P 难问题. 国内外

关于这方面的研究十分活跃,并且提出了不少近似

算法, 如D yckhoff H 提出的线性规划方法[ 1 ]以及

Sarker B R 提出的动态规划方法[ 2 ]等. 但这些算法

过于复杂,也未能有效地解决巨大数量切割方式的

优选问题. 本文将线性规划方法与演化计算[ 3, 4 ]相结

合,提出了一个求解一维下料问题的实用演化算法

(简称V EA ). 大量的计算机实验表明,此算法实现

简单,求解快速,材料利用率高,平均达到 97. 5%以

上, 具有很好的实用价值. 此外, 在V EA 中还给出

了一种新颖的的杂交变异算子,对于求解组合优化

问题具有一定的启发性和通用性.

本文第 2部分是问题的数学描述及其简化的模

型,第 3部分给出算法描述和算法的实现方法,第 4

部分给出若干计算机实验结果.

1　下料问题的数学模型

设共有m 种规格的原材料,长度分别为H i ( i =

1, 2,⋯,m ) ,每种原材料的根数为 p i. 要利用它们加

工成 n种型号的坯料,它们的长度分别为L k (k = 1,

2,⋯, n) ,每种型号坯料的需求量分别为 q i ( i = 1, 2,

⋯, n).

针对 n种坯料,设长度为H i的原材料共有 h i种

截取方法. 假设这些截取方法是已知的, 分别为

(a i
j1, a i

j2,⋯, a i
jn) ( j = 1, 2,⋯, h i) ,其中 a i

jk (k = 1, 2,

⋯, n) 表示长度为H i的原材料的第 j 种截取方法中

截取长度为L k 的坯料的根数. 比如,对于长度为 10

m 的原材料,要将它截成长度为 2 m , 3 m 和 5 m 的

坯料. 其中的一种截取方法是 (1, 1, 1) , 表示长度为

2 m , 3 m 和 5 m 的坯料各截出一根; 另一种截取方

法是 (5, 0, 0) ,表示截出长度为 2 m 的坯料 5 根, 而

没有截出长度为 3 m 和 5 m 的坯料. 当然,还有很多

其他的截取方法,这里就不一一列举了.

显然,对 i = 1, 2, ⋯,m ; j = 1, 2,⋯, h i,满足:

　　　　∑
n

k= 1
a i

j kL k ≤H i (1)

设 x i
j 表示长度为H i 的原材料采取第 j 种截取

方法的根数,当 x i
j = 0时表示不采取此截取方法. 为
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使用料最省, 则必须使原材料用料总长度

∑
m

i

H i∑
h i

j

x i
j 达到最小同时还必须满足下料要求和

约束条件 (1). 由此,得到如下的整数规划问题:

m inZ = ∑
m

i

H i∑
h i

j

x i
j (2)

∑
h i

j

x i
j ≤ p i, ( i = 1, 2,⋯, n) (3)

∑
m

i= 1
∑

h i

j= 1
a i

j kx
i
j ≥ qk , (k = 1, 2,⋯, n) , (4)

x i
j ≥ 0, x i

j 取整数. (5)

其中, a i
j k 还需满足约束条件 (1).

问题 (2)～ (5) 是一个整数规划问题,它的解 x i
j

就是采取每种截取方法的原材料根数. 下料问题的

一种下料方案由原材料 H i 的 h i 种截取方法 (a i
j1,

a i
j 2,⋯, a i

jn) 及采取这种截取方法的原材料根数 x i
j表

示,其中 i = 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, h i.

2　下料问题的演化算法设计

下面是算法的主要流程,其中 random 产生[0,

1) 的随机数, eval (S ) 表示个体 S 的适应值,也就是

S 花费的原材料的总长度, p 表示选择变异的概率 1
初始化种群 P ;

w h ile (不满足终止条件) do

{

　Π S i ∈ P do

　{

　　S = S i;

　　if random > p

　　　 随机从种群中另选两个个体 S 1、S 2;

　　else

　　　 随机生成一个新的个体 S 1, S 2;

　　将个体 S、S 1 和 S 2 合并得到 T ;

　　由 T 生成新的个体 S ;

　　}

　　if (eval (S ) < eval (S i) )

　　　　　　S i = S ;

　　}

}

2. 1　编码方案

由问题 (1)～ (5) 就可以得到问题一种下料方

案,即 (a i
j1, a i

j2,⋯, a i
jn) 和 x i

j ( i = 1,⋯,m ; j = 1,⋯,

h i). 由于通过 (a i
j 1, a i

j 2,⋯, a i
jn) 就可以得到相应的

x i
j ,所以在此算法中,直接用 (a i

j 1, a i
j 2,⋯, a i

jn) 来对个

体进行编码.

实际应用中,由于原材料的规格很多,或坯料的

型号很多时, 所有的截取方法 (a i
j 1, a i

j 2,⋯, a i
jn) 不可

能完全给出, 即使是一小部分也很困难. 因此, 在

V EA 中,对原材料H i的 h i种截取方法,只是从中选

取 ci 种进行编码 (在后面的叙述中将会发现这样选

取是合理的) :

S = {[ (a1
11,⋯, a1

1n) , ⋯, (a1
c11,⋯a1

c1n) ],⋯,

[ (am
11,⋯, am

1n) , ⋯, (am
cm 1,⋯am

cm n) ]}

其中, 如果 ci = 0, 那么在编码 S 中 [ (a i
11,⋯,

a i
1n) , ⋯, (a i

ci1,⋯a i
cin

) ] 这个片段就不存在.

这样 (2)～ (5) 式也相应地变为:

m inZ = ∑
m

i

H i∑
ci

j

x i
j (6)

∑
ci

j

x i
j ≤ p i, ( i = 1, 2,⋯, n) (7)

∑
m

i= 1
∑

ci

j = 1

a i
j kx

i
j ≥ qk , (k = 1, 2,⋯, n) , (8)

x i
j ≥ 0, x i

j 取整数. (9)

这里 a i
j k 也要满足约束条件 (1).

S 与相应的解向量 [ (x 1
1,⋯, x 1

c1
) ,⋯, (x m

1 ,⋯,

x m
cm

) ] 就给出问题的一种下料方案. 对于确定的 i,

(a i
j1,⋯, a i

jn) 给出第 i种材料的被选取的第 j 种截取

方法, 而片段 [ (a i
11,⋯, a i

1n) ,⋯, (a i
ci1,⋯, a i

cin
) ] 给出

第 i种材料被选取的 ci种截取方法.

这样,所有可能的编码S 与由S 导出的问题 (6)

～ (9) 的解就构成了实际问题的求解空间.

2. 2　适应值函数

在V EA 中,适应值函数 eval (S ) 取为 (6) 式,而

适应值计算的核心是运用整数规划方法求解问题

(6) ～ (9). 由于整数规划问题的计算量比较大, 在

V EA 中采用了一种近似的方法, 即: 先采用单纯形

法求解线性规划问题 (6)～ (8) ,然后对求得 x i
j向上

取整得到新的 x i
j ( i = 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, ci) ,然

后将新的 x i
j带到 (2) 式中得到的 Z 值即为 eval (S ).

由于新的 x i
j是由原来的 x i

j向上取整得到的,这样就

可能存在某个或某几个 i,使得∑
ci

j

x i
j > p i. 在V EA

中,当碰到这种情况时,处理如下:

1) 保存 p i的值;

2) Π i, if∑
ci

j

x i
j > p i,　p i = p i - 1;
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3) 重新求解线性规划问题 (6)～ (8) ,然后对求

得的 x i
j 向上取整得到新的 x i

j;

4) 如果仍存在 i使得∑
ci

j

x i
j > p i,转 2;

5) 恢复原来的 p i值;

6) 结束.

事实上,由于在约束条件 (3) 中包含m + n个线

性不等式,因此用单纯形法求得的 x i
j ( i = 1,⋯,m ; j

= 1,⋯, ci) 中最多有m + n个不为零,这样对 x i
j 向

上取整后得到的 x i
j 中也是最多有m + n 个不为零.

而每个不为零的分量对应着一个被选取的截取方

法,也就是说每种下料方案中最多含有了m + n 种

截取方法. 所以在编码的时候,并不需要把所有的截

取方法都一一列举出来, 而是给出其中的一部分就

可以. 这也是我们从原材料H i的h i种截取方法中选

取 ci种进行编码的原因.

2. 3　群体初始化和演化算子

初始化:在[0,m in (6, n) ]上随机取m 个整数赋

给 ci ( i = 1,⋯,m ) ,对于每个 i,再随机取 ci组,每组

n 个小于等于 [H iöL k ] 的非负整数赋给 (a i
1k ,⋯,

a i
cik

) ( i = 1,⋯,m ; j = 1,⋯, ci; k = 1,⋯, n). 这样就

得到一个个体:

S = {[ (a1
11,⋯, a1

1n) , ⋯, (a1
c11,⋯a1

c1n) ],⋯,

[ (am
11,⋯, am

1n) , ⋯, (am
cm 1,⋯am

cm n) ]}

对于 S中的 a i
j k ,很可能出现∑

n

k= 1
a i

jkL k > H i或者

∑
n

k= 1
a i

j kL k 比H i小得比较多的情形.∑
n

k= 1
a i

j kL k > H i显

然是不允许的; 若∑
n

k= 1
a i

j kL k 比H i 小比较多, 还可以

多截出几段坯料来,以便达到最优值. 对于这两种情

形,必须作一定的修正. 下面是笔者设计的修正算

子:

1) Π i ( i = 1,⋯,m ) ,若∑
n

k= 1

a i
jkL k > H i,则随机

选取一些大于 0的 a i
jk ,置 a i

jk = a i
j k - 1,直至∑

n

k= 1

a i
j kL k

≤H i 为止.

2) Π i ( i = 1,⋯,m ) ,若∑
n

k= 1

a i
jkL k < H i,则尝试

将某个 a i
jk 置为 a i

jk + 1,直到所有的 a i
j k 都不能再增

大为止.

杂交: 随机从种群的其它个体中选择两个个体

S 1、S 2 与当前个体 S 0 合并起来. 比如:

S 0 = {[ (1, 1, 1) , (0, 0, 2) ], [　 ], [ (1, 1, 2) ,

(5, 0, 1) ]}

S 1 = {[ (2, 2, 0) ], [ (3, 2, 0) , (1, 1, 1) ],

[ (0, 3, 1) ]}

S 2 = {[ (1, 1, 1) ], [ (1, 3, 0) ], [　 ]}

合并以后得到:

T = {[ (1, 1, 1) , (0, 0, 2) , (2, 2, 0) , (1, 1, 1) ],

[ (3, 2, 0) , (1, 1, 1) , (1, 3, 0) ],

[ (1, 1, 2) , (5, 0, 1) , (0, 3, 1) ]}

去掉每个片段中相同的部分为

T = {[ (1, 1, 1) , (0, 0, 2) , (2, 2, 0) ],

[ (3, 2, 0) , (1, 1, 1) , (1, 3, 0) ],

[ (1, 1, 2) , (5, 0, 1) , (0, 3, 1) ]}

求解 T 导引的整数规划问题 (2)～ (4) ,假设除

(0, 0, 2) , (2, 2, 0) , (3, 2, 0) , (1, 1, 2) , (5, 0, 1) 外,

其他的截取方案对应的 x i
j 均为 0,则杂交以后得到

的新的个体为:

S = {[ (0, 0, 2) , (2, 2, 0) ], [ (3, 2, 0) ],

[ (1, 1, 2) , (5, 0, 1) ]}

可以证明S 的适应值不会差于S 0、S 1和S 2中的

任何一个的适应值.

变异:与初始化的方法类似,随机产生两个个体

S 1、S 2,将S 1、S 2与当前个体S 0合并起来得到T. 由T

得到新个体S 的方法与杂交得到新个体的方法完全

相同.

同样可以证明S 的适应值不会差于S 0、S 1和S 2

中的任何一个的适应值.

分析杂交变异操作可以发现, 个体的长度并不

是固定不变的, 这也正是称V EA 为变长编码的由

来.

值得说明的是, 如果参与杂交或变异的个体过

多,那么求解线性规划问题 (2)～ (3) 的时间就会急

剧增加. 但是如果参与杂交或变异的个体过少,就会

破坏种群的多样性. 另外,若参数 p 的值过大,则会

降低收敛速度; 否则, 又会破坏种群的多样性. 建议

如果对解的质量要求不是特别高,将 p 设置为 0. 10

左右比较合适.

3　计算实例

运用上面设计的算法V EA ,进行了大量的计算

机实验, 所得下料方案的材料利用率均在 97% 以

上, 有的甚至达到 99% 以上. 本节选取四个计算实

例加以介绍.
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实例 1　由文献[5 ] 给出 1原材料长度 H 1～

H 5分别为: 320, 340, 360, 380, 400 m ,每种原材料的

根数分别为30, 40, 50, 40, 30. 所需坯料长度L 1～ L 4

分别为: 35, 52, 71, 97 m ,需求量分别为 q1 = 100, q2

= 80, q3 = 50, q4 = 100.

表 1是用本文设计的算法V EA 得到的下料方

案,利用率为 98. 632%. 表 2是文献[5 ] 给出的下料

方案,利用率为 95. 479%.

表 1　运用 VEA 求解实例 1得到的下料方案

所选的原材料

长度 根数

每根原材料
截取的坯料根数

L 1 L 2 L 3 L 4

H 2 25 4 0 0 2

H 2 15 0 0 2 2

H 4 20 0 4 1 1

每种坯料的总根数 100 80 50 100

表 2　文献[5 ]给出的下料方案

所选的原材料

长度 根数

每根原材料
截取的坯料根数

L 1 L 2 L 3 L 4

H 2 29 1 0 0 3

H 3 10 0 0 5 0

H 3 15 0 5 0 1

H 4 8 9 1 0 0

每种坯料的根数 101 83 50 102

　　由表 1可以得到如下的下料方案:

长度为 H 2 的原材料选取了两种截取方法, 第

一种: 每根原材料截取的坯料L 1,L 2,L 3,L 4 根数分

别为 4, 0, 0, 2, 采取这种截取方法的原材料根数为

25;第二种:每根原材料截取的坯料L 1,L 2,L 3,L 4 根

数分别为 0, 0, 2, 2, 采取这种截取方法的原材料根

数为 151长度为H 4的原材料选取了一种截取方法:

每根原材料截取的坯料L 1,L 2,L 3,L 4根数分别为 0,

4, 1, 1,采取这种截取方法的原材料根数为 201截出
的坯料L 1,L 2,L 3,L 4的根数分别为 100, 80, 50, 1001
实例 2　某工厂提供的一个实际问题, 原材料

长度H 1～ H 5 分别为: 12, 11, 10, 9, 8 m , 每种原材

料的根数分别为 2 500, 500, 7 000, 1 000, 1 000. 所

需坯料长度L 1～ L 6分别为: 6. 1, 5. 1, 4. 3, 3. 6, 2. 8,

5. 7 m ,需求量分别为 q1 = 7 500, q2 = 2 500, q3 =

2 500, q4 = 4 500, q5 = 2 000, q6 = 3 000.

下料方案见表 3,利用率为 97. 21%.

实例 3和实例 4是对实例 2的扩展.

实例 3　原材料长度H 1～ H 5 分别为: 60, 55,

50, 45, 40 m ,每种原材料的根数分别为 1 200, 500,

1 000, 500, 500. 所需坯料长度L 1～ L 6分别为: 6. 1,

5. 1, 4. 3, 3. 6, 2. 8, 5. 7 m , 需求量分别为 q1 =

7 500, q2 = 2 500, q3 = 2 500, q4 = 4 500, q5 =

2 000, q6 = 3 000.

表 3　运用 VEA 求解实例 2得到的下料方案

所选的
原材料

长度 根数

每根原材料
截取的坯料根数

L 1 L 2 L 3 L 4 L 5 L 6

H 1 250 0 0 0 1 3 0

H 1 2 000 1 1 0 0 0 0

H 2 500 0 1 0 0 0 1

H 3 4 250 1 0 0 1 0 0

每种坯料的根数 7 500 2 500 2 500 4 500 2 000 3 000

　　下料方案见表 4,利用率为 99. 58% 1
表 4　运用 VEA 求解实例 3得到的下料方案

所选的
原材料

长度 根数

每根原材料
截取的坯料根数

L 1 L 2 L 3 L 4 L 5 L 6

H 1 1005 7 0 0 4 1 0

H 1 41 3 1 3 7 1 0

H 1 22 0 4 0 0 14 0

H 3 433 0 0 3 0 1 6

H 3 35 0 0 8 0 5 0

H 4 403 0 6 2 0 0 1

每种坯料的根数 7 508 2 506 2 508 4 507 2 012 3 001

　　实例 4　 原材料长度 H 1～ H 5 分别为: 120,

110, 100, 90, 80,每种原材料的根数分别为 400, 50,

50, 1 000, 5001所需坯料长度L 1～ L 6分别为: 6. 1,

5. 1, 4. 3, 3. 6, 2. 8, 5. 7 m , 需求量分别为 q1 =

7 500, q2 = 2 500, q3 = 2 500, q4 = 4 500, q5 =

2 000, q6 = 3 000.

下料方案见表 5,利用率为 99. 65%.

表 5　运用 VEA 求解实例 4得到的下料方案

所选的
原材料

长度 根数

每根原材料
截取的坯料根数

L 1 L 2 L 3 L 4 L 5 L 6

H 1 38 0 0 0 13 26 0

H 1 209 9 12 0 1 0 0

H 1 153 1 0 15 5 3 4

H 2 10 1 0 2 0 34 0

H 3 48 0 0 4 0 5 12

H 4 607 9 0 0 5 0 3

每种坯料的根数 7 507 2 508 2 507 4 503 2 027 3 009
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4　结　论

通过实验,可以得出如下几点的结论:

1) 算法简单,易于实现 1
2) 求解快速,对材料的利用率很高,均可达到

97%以上,而相关文献[ 5～ 7 ]中给出的其他方法最

好只能达到 95%左右; 若只凭人工经验下料, 最多

只能达到 80%左右 1
3) 提出了一种新颖的遗传算子,新的个体都是

通过线性规划问题求解以后得到的 1
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An Evolutionary A lgor ithm of One D im en siona l Stock Cutting
Problem Based on Var iable L ength Cod ing

L IY uan -x iang, ZHANG J in -bo, XU J ing-wen , W ANG L in
(State Key L abo rato ry of Softw are Engineering,W uhan U niversity, W uhan 430072, H ubei, Ch ina)

Abstract: O ne dim en siona l stock cu t t ing p rob lem is a typ ica l com b ina to ria l op t im iza t ion p rob lem , on

w h ich m any recen t research w o rk are concern ing. In th is paper, an a lgo rithm fo r the p rob lem coup ling the

linear p rogramm ing and the evo lu t ionary a lgo rithm is p ropo sed, w h ich is based on variab le leng th coding

and a designed novel genet ic opera to r. Experim en ts show tha t ou r a lgo rithm is easy of im p lem en ta t ion and

fast to p roduce sa t isfacto ry resu lts. T he u sage ra te of m ateria l is up to 97. 5% on average and it is conve2
n ien t to pu t in to p ract ice.

Key words: linear p rogramm ing; in teger p rogramm ing; evo lu t ionary a lgo rithm ; stock cu t t ing p rob2
lem
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